Kurs — matura rozszerzona — zadania do treningu — matemaks.pl

Logarytmy
Wzory podstawowe Wzory rozszerzone
log, b +log, c =log, (b -c) logg b = log. b
, . log, a
log, b —log, c =lo (—) 1
ga 8a 8a (- log, b =
log, a
n -log, b =log, (b™) 1
alota b — logan b = loga b
Zadanie 1. Oblicz:
a) logi5 + 2log: %— log; /9
2 2

b) (V2)s: V3

¢) log,9 -logoV7

d) log,b -log,c

e) log,3 -logs4 -log,5 -logs6 - logg7 - log,8
f) log;49 -log,9

g) 10g7\/§‘/§'108125‘{/‘2—7

h) log.5 5+ logg27

1 1
i) 8logs & — (y/2)logs 2
J) (%)log3 4-log, 9-10g‘/§ 5

Zadanie 2. (2pkt)
Wykaz, ze log;,19 : log;5319 = log,418 - log;,16.

Zadanie 3. (3pkt)
Dane sg liczby a = log;2 oraz b = 10g,20243'%12 + log154. Wyraz liczbe b za pomocg liczby a.
3

Zadanie 4. (3pkt)

Wiadomo, ze

> = 3 oraz (logpq3)_1 = 2. Udowodnij, ze liczba /p? — 1 + q? jest wymierna.

logp—q

Zadanie 5. (4pkt)
2
Wiadomo, ze log,m = V2. Oblicz 3log s; am? — log g, %

Zadanie 6. (4pkt)

. loggb3-log, 2c
Wykaz, ze dla a,b,c > 1 orazn € N liczba 28a7 T0By2¢

jest parzysta.
logW% Jest parzy



Kurs — matura rozszerzona — zadania do treningu — matemaks.pl
Zadania dowodowe

Zadanie 1. (3pkt)
Wykaz, ze suma szeScianow dwoch kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 3 jest podzielna przez 9.

Zadanie 2. (3pkt)
Wykaz, ze iloczyn szesciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 720.

Zadanie 3. (3pkt)
Udowodnij, ze liczba 3 - 57 - 79 ma 480 dzielnikow.

Zadanie 4. (3pkt)
2 2
Wiadomo,ze x +y =3ix?+y>=7orazx #0iy # O.Wykaz,zex7+y;= 18.

Zadanie 5. (2pkt)
Liczba a przy dzieleniu przez 11 daje resztg 5, a liczba b przy dzieleniu przez 11 daje reszt¢ 6. Wykaz, ze
iloczyn a - b przy dzieleniu przez 11 daje reszte 8.

Zadanie 6. (2pkt)
Wykaz, ze liczba 332 — 22* ma przynajmniej dwa dzielniki, ktore sg jednoczesnie wieksze od 2° i mniejsze
od 3°.

Zadanie 7. (4pkt)
Wykaz, ze dlaa > 11ib > —1 prawdziwa jest nierébwno$¢ a®> — ab + b*> > 3(a—b — 1).
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Wielomiany - wprowadzenie - material dodatkowy

Cwiczenie 1. Zapisz w postaci iloczynowe;:
a) x*+x=
b) 15x% —5x =
c) 4x3+ 2x%+6x =
d) 7x3—7x =
e) 7x%*y+ 10xy =
) x*(x—1)+10(x—1) =
g) (a?—b»)(ab—1)— (a®> —b?)(1 — 2ab) =
h) 2x3—6x2—x+3=

Cwiczenie 2.
Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu W (x) = 2x3 — /3x% + 4x — 2+/3.

Cwiczenie 3.
Dany jest wielomian W (x) = v2x — x3 + \/?E — %xz.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie ponizszego zdania bylo
prawdziwe.

Wielomian W (x):

A. ma doktadnie 1 miejsce zerowe.

B. ma doktadnie 2 miejsca zerowe.

C. ma doktadnie 3 miejsca zerowe.

D. ma miejsce zerowe rowne 1 .

E. ma miejsce zerowe rowne V2.
F. ma miejsce zerowe rowne v /2.

Cwiczenie 4.
Rozwigzaniem réwnania (2x2 + 1) (5x + m) = 0 jest liczba x = 2 dla parametru m réwnego

A.-10 B.5 C.10 D. 20

Cwiczenie 5.
Liczba x = 3 jest miejscem zerowym wielomianu W (x) = x3 + kx? — 2x — 2k dla

A k=-3 B.k=-1 C.k=1 D.k=3

Cwiczenie 6.
Wyznacz wszystkie parametry m dla ktorych réwnanie x3 + x> — mx — m = 0 ma dokladnie jedno
rozwigzanie.

Cwiczenie 7.
Wykaz, ze rOwnanie

x(x —V5)% = (V5 — x)?

ma doktadnie 2 rozwigzania rzeczywiste.
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Pierwiastki calkowite wielomianu

Twierdzenie
Jezeli wielomian:
w(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + ag

o wspolczynnikach catkowitych oraz a, # 0, ma pierwiastek catkowity, to jest on dzielnikiem wyrazu
wolnego a,.

Zadanie 1. (3pkt)
Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W (x) = 3x3 + 11x? — 21x — 5.

Zadanie 2. (2pkt)
Wykaz, ze rownanie 2x* + 3x? = 2 nie ma rozwigzan wérdd liczb catkowitych.

Zadanie 3. (3pkt)
Wyznacz wszystkie parametry m, dla ktorych wielomian W (x) = x3 — 5x? + m2x — 81 ma pierwiastek, ktory
jest liczbg pierwsza.
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Twierdzenie o reszcie

Twierdzenie Bézouta

Wielomian w(x) jest podzielny przez dwumian (x — a) wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a jest
pierwiastkiem tego wielomianu.

Twierdzenie o reszcie

Jesli r jest resztg z dzielenia wielomianu w(x) przez dwumian x — a, tow(a) =r.

Cwiczenie 1.
Wyznacz parametr m dla ktorego wielomian W (x) = x3 — mx? + x — 3 jest podzielny przez
dwumian (x — 3).

Cwiczenie 2.
Oblicz reszte z dzielenia W (x) = (x — 3)(x? + 1) przez dwumian (x + 2).

Cwiczenie 3.
Oblicz reszte r z dzielenia W (x) = x?(x — 5)(x — 8,5)(x — 11) przez dwumian:

a) (x—5)
b) (x+1)

Zadanie 1. (2pkt)
Reszta z dzielenia wielomianu W (x) = 2x3 + a?x? — x + 1 przez dwumian (x — 1) jest rowna 5 . Oblicz
resztg z dzielenia wielomianu W (x) przez (x — 2).

Zadanie 2. (2pkt)
Dla jakiego parametru m wielomian W (x) = x° — 7x? + m? — 11 dzieli si¢ przez dwumian (x — 2) ?

Zadanie 3. (3pkt)
Dla jakiego parametru m reszta z dzielenia wielomianu W (x) = x* + mx? + 3x — 5 przez dwumian (x — 1)
jest taka sama jak reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian (x + 2)?

Zadanie 4. (S5pkt)

Wielomian W (x) jest 4 stopnia, przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych i ma o$ symetrii x = 1.
Reszta z dzielenia wielomianu przez dwumian (x — 1) jest rowna (—1), a reszta z dzielenia przez dwumian
(x + 1) jestrowna 5. Wyznacz wzor wielomianu W (x).
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Trojkat Pascala i symbol Newtona

Wzoér dwumianowy Newtona

(a+bym=(")amb + (%) ar1pt + ()

. ) 2)a"—zb2+---+(

. 1) alpn1 + (Z) a®p™

gdzie (}) = = (:!_k)' - to symbol Newtona.

Trojkat Pascala

1 »>n=0 (at+hbh)O=1
11— wn=1 (a+b)}=1a+1b
1 21—+ n=2 (a+b)?=1a?+2ab+ 1b?
1 3 31— »n= (a +b)* = 1a® + 3a?b + 3ab? + 1b3
1 4 6 4 1——n=4 (a+b)*=1a*+4a®b + 6a®b? + 4ab® + 1b*

151010 51— n=5

1 61520156 1 —>n=6
1 7213535217 1—»>n=7

(a+b)” =a” + 7a®b + 21a°b? + 35a*h® + 35a3b* + 21a?b® + 7ab® + b’

Zadanie 1. Oblicz:
2) (5) =
b (7) =
o) () =Gl =
) (D) + (1) =

Zadanie 2.
Wykaz,7e () + (1) = (120

Zadanie 3. (2pkt)
Oblicz (") wiedzgc, ze (") = 190.

Zadanie 4. (3pkt)
Oblicz dwie ostatnie cyfry zapisu dziesietnego liczby 5213,

Zadanie 5. (3pkt)
Udowodnij, ze liczba utworzona z dwoch ostatnich cyfr zapisu dziesietnego liczby 20292925 jest podzielna
przez 7.

Zadanie 6. (4pkt)
Wykaz, ze liczba 242°25 + 1 jest podzielna przez 11.
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Rownania dwukwadratowe

Zadanie 1.

Rozwigz roéwnania:
a)x*—8x2+16=0
b) 2x* — 3(1 — x?) = —2x2
2
c) (x2 +§) —5(x2+§)+6= 0
d) 2x2+2x+ 1?2 +32x%2+2x+1) =10
e) 4x° — 12x3 = —9x

f)x6 —x*+6x3+9x2—6x=9
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Nierownosci wielomianowe

Zadanie 1. (2 pkt)

Rozwiaz nierownosé x3 + 2x2 —3x — 6 > 0

Zadanie 2. (2 pkt)

Rozwigz nierowno$¢ x3 + x2 — 16x + 20 < 0

Zadanie 3 . (2 pkt)

Rozwigz nieréwno$¢ (x? — 1)(x + 2)*(x = 5) =0

Zadanie 4 . (2 pkt)

Rozwiaz nierdwnos$é (x2 — 1)(x + 2)2(5—x) =0

Zadanie 5 . (2 pkt)
Rozwigz nierownos¢ (3 — x)*(x? + 1)?(x — 5)(x — 6)3 < 0

Zadanie 6. (2 pkt)
Rozwigz nierowno$¢ (x + 3)*(x? + 1)?(x = 5)(6 — x)3 < 0

Zadanie 7. (3 pkt)

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) = —x3 + (m — 5)x% — 3x + 3 przez dwumian x — 2 jest rtéwna (—7).
Oblicz m i dla wyznaczonej warto$ci m rozwigz nierownos$¢ W(x) = 0.
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Wyrazenia wymierne - powtorka z podstawy

Cwiczenie 1.

Upro$¢ wyrazenia:
a)
b)

6x x—-1
x+1 2x2

x2-1 x-2

3—x  x+1

x+2 x%-4
x+1° 2x2

c)

Cwiczenie 2.

Upros¢ wyrazenia:

1 1
DT

1 1 1

b) -~ +=+—==

)x x2 = x3
x+1 x—1

o) Bt
xX+2 x+1

Cwiczenie 3.

Rozwigz roéwnania:

D e =

D e -
o EEDED_
0 S
o) (x2-9)(x+1) ~0

x2+5x+6

Cwiczenie 4.

Dane jest wyrazenie:

1 x-—-2
W(x):;_x+3

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli jest falszywe.

Warto$¢ wyrazenia W (x) jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej x # —=3. | P | F

3x—x2%+3
x2+4+3x

P|F

Wyrazenie W (x) jest rOwnowazne wyrazeniu
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Cwiczenie 5.
Rownanie:
(x=5°2Qx—-6)(x—7)
(x—=2)(x—3)

ma w zbiorze liczb rzeczywistych:

A. doktadnie jedno rozwigzanie: x = 5.
B. doktadnie dwa rozwigzania: x = 5,x = 7.
C. doktadnie trzy rozwigzania: x = 3,x = 5,x = 7.

D. doktadnie cztery rozwigzania: x = 2,x = 3,x =5,x = 7.

Cwiczenie 6.

Rozwigz réwnanie:

(x—D(x+2)(x+3) _
x(x2—-1) -
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Nierownosci wymierne

Zadanie 1. (2 pkt)

o, L X—4
Rozwiaz nierdwnos¢ P <0

Zadanie 2. (3 pkt)
Rozwiaz nierdwnos¢ -
2-x  x—4

Zadanie 3. (3 pkt)

x+1 +L2 2x
x(x-1) x+1 (x=1)(x+1)

Rozwiaz nierdwnos¢

Zadanie 4. (3 pkt)

2
xX“+2x 3
>

x2-1 T (x—-1)(x+1)

Rozwiaz nierdwnos¢

Zadanie 5. (2 pkt)
e, . x2-3
Rozwigz nierownos¢ ——— < 0
3x—-100-2x
Zadanie 6. (2 pkt)

Vx—2+log, x
(x+4)(x+5)(x—3)2

Wyznacz dziedzing funkcji: f(x) = i udowodnij, ze funkcja nie przyjmuje wartosci ujemnych.
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Wartos¢ bezwzgledna — rownania i nierownosci

Cwiczenie 1.
Zapisz wyrazenie bez wartosci bezwzgledne;:
a) |1+ V7| -2 -7
b) 3|x — 2| + 2|2 — x|
|x—1]
)

g fE2F

[3-x|

Zadanie 1. (2 pkt)

Rozwigz roéwnania:
a)|2+|x—3||=4

b) |2x + 1] = |3 — x|
¢)|lx—4]=2x—-5
d)|x+2|+|2x—6]|=x+4

Zadanie 2. (3 pkt)

Rozwiaz nieréwnosci:

a)|lx+2| <5

b)[2+x—3I| =4

¢)|x|+2x <3
dx+3]—-12—x]>2x—-1
e)3lx—3|—VxZ+2x+1+x<2
f)12x—1|+[3x - 2| +2 <3

Zadanie 3. (3 pkt)
Wykaz, ze:v/6 — 25 + 114 — 6v5 = 2.

Zadanie 4. (3 pkt)
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x < —1 wyrazenie:

VIx? —6x+1—-2|x]| —/x*+2x+1

jest liczbg catkowita.
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Rownania kwadratowe z parametrem i wzory Viete'a

Wzory Viete'a

Jezeli rtownanie ax? + bx + ¢ = 0 ma dwa rozwigzania x; i x, to:
b

x1+x2=__
a

C
xl'xzza

Zadanie 1. ( 6 X 6pkt)

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m dla ktérych rownanie:
(m?—4)x> —(2m+3)x+1=0

ma dwa rozwigzania:

a) dodatnie.

b) ujemne.

¢) jednakowych znakow.

d) r6znych znakow.

e) jedno mniejsze od 2, a drugie wigksze od 2 .

12m+26

.o . 2 2
f) Spelnla ce warunek: xi —x,x, + xf < ——.
)49 1 172 2 m4-gm2+16

Zadanie 2. (5 pkt)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m dla ktérych réwnanie:
x2+2m—1Dx+m?—-4=0

ma dwa rozwigzania x; oraz x, spetniajace warunek:

X%+ x2 <12

Cwiczenie na wzory Viete'a:
Zapisz za pomocg wyrazen x; + X, Oraz xq * X :

1 1
Q)=+

b) (x; — x7)?

c) (xq + 5x5) (x5 + 5x1)
d) x;x2 + x%x,

e)x3 + x5

) (lxg| + [x,])?
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Uklady rownan

Zadanie 1. (S5pkt)

Dany jest okrag o réownaniu x? — 10x + y2 — 6y + 30 = 0.
Wyznacz wspéirzedne punktu lezacego na okreggu, ktory znajduje sie najdalej poczatku uktadu wspoétrzednych.

Zadanie 2. (S5pkt)

Dane sg okregi o rownaniach: (x + 2)2 + y2 =13 oraz (x — 2)? + (y — 1)? = 2.
Wyznacz punkt przecigcia tych okregoéw, ktory spetnia warunek, ze iloczyn jego wspoirzgdnych jest liczba
ujemna.

Zadanie 3. (6pkt)
Dany jest uktad rownan:

{mx+y—4=0
4dx+my—m=20

z niewiadomymi X 1 y oraz parametrem m.

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktoych uktad jest oznaczony, a para liczb (x, y) bedaca
rozwigzaniem uktadu speinia warunek x + y > 4.



